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1. Introduction et rappels mathématiques

* Un langage est un ensemble de phrases.
* Une phrase est une suite de mots.
* Un mot est une suite de symboles.

* Pour construire une phrase, on suit des regles
appliquées aux mots. L'ensemble de ces régles forme
une grammaire.

Un mot est une chdine de symboles.

Définition

Un mot sur l'alphabet A est une relation:
u: {1,..,m} > A
i > u(i)
tel que u est le mot, m est la taille du mot |ul,
u(i) est le ieme symbole du mot.
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Notons |'ensemble des mots sur un alphabet A*

Le mot vide & est commun entre tous les
langages | € | = 0 et € e A*

Par convention: A c A*

Adjonction d'une occurrence a droite d'un
mot est définie de I'ensemble A*xA > A* tel
que la relation qui définie le mot résultant est:

ux: {1,..m+1} > A
i > ux(i)
On peut écrire donc:
ux(i) = u(i) pour tout i e {1,..,m}
ux(m+1) = x
lux| = |ul+1
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La concaténation des mots est une opération
définie de A*xA* vers A*

Exp.
ab.abba = (ab.abb)a

uv: A*xA* > A* = ((ab.ab)b)a
(uv) P uv = (((ab.a)b)b)a
Par récurrence: Vu e A* et Vv e A* = ((((ab.€)a)b)b)a
ue=u = ((((ab)a)b)b)a
u.(vx) = (u.v)x pour tout x € A = ababba
CHAPITRE 1 CHAPITRE 1

LES LANGAGES

LES LANGAGES

Pour simplifier |'écriture on écrit:
uv au lieu de u.v
uvw au lieu de (u.v).w ou u.(v.w)

2. Opérations sur les langages

Un langage L sur un alphabet A est une partie
de A*: L c A*

L'ensemble des langages sur A est noté P(A*)
Exp.
& c A*, A c A*, A* c A* sont des langages de A
{u} c A* est un langage de A, tel que u e A*

{e} c A* est un langage de A, puisque € € A* (le
mot vide).
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2. Opérations sur les langages (suite)
Remarque: A ¢ A* c P(A*)

Attention, on ne peut pas écrire u € v avec
ue A*etve A*

2.1. Somme des les langages (suite)
La somme est définie aussi:
Vue A ue L+Msssiue Louue M.
Propriétés de la somme:
Soient L c A*, M c A* et Nc A™:

2.1. Somme des langages L+ =Let D+L =L (Neutralité)
Soient L ¢ A* et M c A* alors (L+M)+N = L+(M+N) (Associativité)
L+M < A* est un langage appelé aussi la réunion L+M = M+L (Commutativité)
de L et M. L+L=L (Idempotence)
3 Mc N=L+M c L+N (Croissance) b
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2.1. Somme des les langages (suite)

Attention:

L+M = L+N est vraie si M = N ou bien
MclLetNclL.

Une dérivé de l'opération "somme" est la
différence:

ue L-Mssiue Letug M

2.1. Somme des les langages (suite)
Attention:
(L-M*M  =LsiMclL
= L+M sinon.
(L+M)-M  =LsiLnM=Q
= L-M sinon.
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2.2. Somme geénéralisée de langages

Soit un ensemble de langages sur l'alphabet A
indexé par un ensemble d'entiers naturels I.

Cet ensemble de langages est appelé aussi suite
de langages.

La réunion des langages de cet ensemble est:

YLcA
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2.2. Somme généralisée de langages (suite)

La somme généralisée de I'ensemble de langages
est définie somme suit:

Vue A :ue ZLl. ss1 die I telque ue L,

iel
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2.2. Somme généralisée de langages (suite)
Propriétés de la somme généralisée:

lvjw cA:Y L cMssivViel, L cM
Viel,L, glj\[/[i =Y LY M,
Z(Li+Mi)=ZL:E—Ii-ZMZEI

iel iel iel

ZLk =ZL,. +ZLj tel que I +J estla réuniondeIetJ

kel+J iel jeJ 19

CHAPITRE 1

LES LANGAGES

2.3. Concaténation des langages

La concaténation de 2 langages L et M est un
langage noté LM c A*. Chaque élément de ce
langage est la concaténation d'un élément de L
et un élément de M dans l'ordre.

Yue A :ue LM ssi 3ve LetIwe M

telque u =v.w
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2.3. Concaténation des langages (suite)
Propriétés de la concaténation des langages:
Soient L c A*, Mc A* et Nc A™:

2.4. Itération des langages

Le langage itéré L* de L (appelé aussi
Fermeture de Kleene de L) est défini comme
suit:

Le=Letel=L (Neutralité) . .
(LM)N =L.(MN) (Associativité) 5:'* L % A ) i
McN=LMcLNetMLcNL (Croissance) LxcA*: L'=) L
LO=Cet@L=0 (Nullité) =0
L.(M+N) = LM + LN et avec L' est définit par récurrence:
(M+N).L = ML +N.L (Distributivité) LO=¢
21 L+i=L"L 22
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2.4. Ttération des langages (suite)
Propriétés de la puissance:

VLC A" :
L=L

Ll =L
LL=LL=L"
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2.4. Iteration des langages (suite)
Propriétés de l'itération:
VLC AWM c A" etVNC A" :
siM c L et Nc L alors M.N c L (Stabilité par concaténation)
siM < L alors M~ < L (Stabilité par itération)
siM < Lalors M~ c L (Croissance)
P =gete =¢
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2.4. Ttération des langages (suite)
Propriétés de l'itération (suite):

LL=LL
L*L* — L** — L*
L =e+LL

(L+Mm) =(L+m7) =(CMm")

=r(m’) =(CM)L

25
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3. Représentation des langages : grammaires
et automates

3.1. Grammaires
Une grammaire permet de générer un langage.

Elle permet de définir I'ensemble des mots
d'un langage en appliquant un certain nombre de
regles.
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3.1. Grammaires (suite)
Une grammaire est un quadruplet:
G =<V, V\, S, R
tel que: V+: Vocabulaire terminal;
V\ ' Vocabulaire non-terminal;
Notons: V = V+ U V| appelé Vocabulaire.

R: Ensemble de régles de la grammaire appelées
aussi regles de réécriture;

S: Axiome ou symbole de départ. Se V)
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3.1. 6Grammaires (suite)
Le format d'une régle:
ul - u2
avecul e V*etu2e V*
Notations:

*Une regle ul — u tel que u € V" est appelée
regle terminale.

*Si plusieurs regles ont la méme partie gauche,
on peut factoriser leurs parties droites en
utilisant ‘|’
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3.1. Grammaires (suite)
Exp:

S—>ab,S —>aSb,S—>c

On peut I'écrire comme suit:

S — ablaSb|c

29
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3.2. Dérivation en une étape

Soit une grammaire G = <V¢, V, S, R> et deux
¢léments des vocabulairesue V-etve V*

G permet de dériver v de u en une étape
(u=v) ssi:

u = xu'y (x, y peuvent €tre vides)

v = xvy (x, V', y peuvent &tre vides)

u' — V' est une regle de R
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3.3. Dérivation en plusieurs étapes
v peut €tre dérivée de u en plusieurs étapes:

v = u: siv peut éftre dérivé de u par 1 ou
plusieurs dérivation en une étape.

vV = u: si v peut &tre dérivé de u par O ou
plusieurs dérivation en une étape.
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3.4. Langage généré par une grammaire

Un langage généré par une grammaire
G = <V1, VN, S, R> est I'ensemble des mots sur V;
qui peuvent &tre dérivés a partir de S:

LG)={ve Vi | S5 v}

Remarque:

Une grammaire définit un seul langage;

‘Un langage peut étre définit par plusieurs
grammaires
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Exemple 01
Soit la grammaire G = <V, Vi, S, R> tel que:
V:={ab}, Vy={S},R={S — aS | bb}
S = a"S = a"bb avec n € N.
Donc:

le langage engendré par cette grammaire est
L(6) = {a"bb | ne N}
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Exemple 02

Soit la grammaire G = <V, V, S, R> tel que:
V:={ab}, Vy={S},R={S > aS | bS | a}
S=uS=uaavecue {ab},ne Net |u| =n.
Donc:

le langage engendré par cette grammaire est
L(6) = {ua | u e {a,b}}
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Exemple 03

Soit la grammaire G = <V, Vy, S, R> tel que:
V1 = {un, une, le, la, étudiant, pomme, écrit, fille,
cours}
Vw={S,A B CD,EF, G}
R={ S— AB, A - CE|DF, B —» GA, C — unellaq,
D — unlle, E — pommel|fille,
F — étudiant|cours, 6 — écrit}
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Exemple 03 (suite)

S = AB = DFB = DFGA = DFGDF = un
FGDF = un étudiant GDF = un étudiant écrit
DF = un étudiant écrit un F = un étudiant écrit
un cours

Cette phase appartient au langage L(G)
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Exemple 04
Soit le langage L = {ab"a | n € N}
On cherche a construire une grammaire
G = <V, VN, S, R> qui génére ce langage.
V: = {a,b}
Vy={S, A}
R={ S — aAa, A — ¢|bA}
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Exemple 05
Soit le langage L = {a®b" | n e N}
On cherche a construire une grammaire
G = <V, VN, S, R> qui génére ce langage.
V: = {a,b}
Vy = {S}
R={ S — aaSb|e}
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3.5. Représentation des automates

Un automate est une machine qui accepte ou
rejette une chdine de caractéres de A* en se
basant sur son appartenance a un langage L.

Un automate est définit par:

* Un ensemble fini de symboles;

- Un ensemble fini d'états;

+ Une fonction de transaction entre les états.

39

CHAPITRE 1

LES LANGAGES

3.5. Représentation des automates (suite)

Un automate peut €tre représenté par:
+ Diagramme de transitions;

* Table de transitions;

* Notation formelle.
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3.5. Représentation des automates (suite)
- Diagramme de transitions

Cest une représentation graphique sous
forme d'un graphe orienté étiqueté.

Les nceuds: sont les états de l'automate
(étiquetés par les noms des états, et I'état final
représenté par double cercle);

41

3.5. Représentation des automates (suite)

Les arcs orientés: représentent les
transitions de l'automates (étiquetés par les
symboles, et I'état initial représenté par un arc
sans nceud d'origine).

d
RO OO
N~
Cc
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3.5. Représentation des automates (suite)
- Table de transitions

C'est une table contenant les états dans les
lignes et les symboles dans les colonnes.

L'état initial représenté en ajoutant une —
L'état final représenté en ajoutant une *

Une case contient I'état de destination de la
transaction.

43

3.5. Représentation des automates (suite)

Exp. a b c d
-, q2 %) %) %]
q2 q3 q2 q4 %)
q3 %] ql %] q4
*q4 %] %] %] %]

o
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4. Hiérarchie de Chomsky

En 1957, Chomsky Noam propose
de classer les grammaire en 4 classes.
4.1. Grammaire générale (type 0)

Une grammaire est dite générale si toutes ses
régles sont du format suivant:

u—v, telqueu,ve V\,uze
et u doit contenir au-moins un non-terminal
(Pas de restrictions sur les regles)

45
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4.2. 6rammaire sous-contexte (type 1)

Une grammaire est dite sous-contexte si
toutes ses regles sont du format suivant:

uAv — uBv, tel que u, v e V7,
etAe V,Be V
et |uAv| < |uBv|

Le symbole non terminal A est remplacé par B
si le contexte (u a gauche et v a droite) est
présent.
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4.3. 6Grammaire hors-contexte (type 2)

Une grammaire est dite hors-contexte si
toutes ses regles sont du format suivant:

u—v, telqueue Vy,ve V*

Le membre gauche de chaque régle est un seul
symbole non terminal.
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4.3. Grammaire réguliere a droite et a

gauche (type 3)

Une grammaire est dite réguliere a droite si
toutes ses regles sont de I'un des deux formats
suivants:

A — uB,telque ABe Vg, ue V;
A —u, telque Ae Vy,ue V;

La partie droite de chaque régle contient un
symbole terminal, qui pourrait €tre suivi par un
symbole non-terminal.
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4.3. Grammaire réguliéere a droite et a
gauche (type 3)

Une grammaire est dite réguliére a gauche si
toutes ses regles sont de l'un des deux formats
suivants:

A — Bu, telque ABe V,ue V;
A —>u, telque Ae Vy,ue V;

La partie droite de chaque régle contient un
symbole terminal, qui pourrait étre précédé par
un symbole non-terminal.
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4.4. Propriétés

Toute grammaire réquliere est une grammaire
hors-contexte.

Toute grammaire hors-contexte ne contenant
pas d'e-régle (A—e) est une grammaire sous-
contexte.

Tout langage hors-contexte ne contenant pas
la chdine vide € est sous-contexte;
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4.4. Propriétés

Un langage est dit régulier a droite, hors-
contexte ou sous-contexte s'il existe une
grammaire réguliére a droite, hors-contexte ou
sous-contexte qui I'engendre.

Un langage généré par une grammaire
générale est dit récursivement énumérable.
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Hiérarchie de Chomsky

Type 3 Type 2 Type 1 Type 0
G. réguliere G. hors-contexte/ G. sous-contexte | G. générale
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LES LANGAGES REGULIERS

PLAN

Propriétés des langages réguliers
Expression réguliéres

Passage des expression réguliéres aux automates
et reciproquement

Grammaire et automates (grammaire de Kleene)

H wnh=
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1. Propriétés des langages réguliers

Un langage est dit régulier ssi il existe une
grammaire réguliere qui génére ce langage.

On appel un langage régulier sur A tfout
langage définit de la fagon suivante:

+ & est un langage régulier sur A;
+ {€} est un langage régulier sur A;

* {a} est un langage régulier sur A pour tout
ac A;
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1. Propriéetés des langages réguliers (suite)

+ Si L1 et L2 sont des langages réguliers sur A,
alors les langages suivants sont réguliers sur A:
- LlulL2
- LIL2
- L1" (fermeture de Kleen)
* Il n'y a pas d'autres regles qui définissent des
langages réguliers.
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1. Propriétés des langages réguliers (suite)
Exp.1
Pour tout u e A", le langage {u} est réqgulier.
Parce que:
U= uUy..u,
et le langage {u} s'écrit :
{u} = {u;{uz}.. {u}

Comme les u; € A alors les {u;} sont réguliers et
leurs concaténations donne un langage régulier.
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1. Propriétés des langages réguliers (suite)
Exp.2
Tout langage fini L={u;.u,,..,u,} est régulier,
tel que Vie {1,.n},u e A"
Parce que le langage L s'écrit :
L={ugu{u}u. ufu}

Comme les langages {u} € A™ sont réguliers
(Exp.1) alors leurs unions donne un langage L
régulier.
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1. Propriétés des langages réguliers (suite)
Exp.3
Le langage A™ est régulier.
Parce que:
A={u,u,,. . u}t={utu{u}u. uu}
est régulier, et A* est la fermeture de Kleen de
A qui donne un langage régulier.
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1. Propriéetés des langages réguliers (suite)

Exp.4

Le langage L={a"b™ |[nm € N} sur l'alphabet
{a,b} est régulier.
Parce que:

L={a"|ne N}.{b™ [m e N}*{a}{b}

L est la concaténation de deux fermetures de
Kleen {a}" et {b}" qui sont des langages réquliers,
donc L est régulier.
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2. Expressions réguliéres

Une expression est une notation pour décrire
les langages réguliers.

* & est une expression réguliere dénotant le
langage régulier &;
- & est une expression réguliere dénotant le
langage régulier {e};
* a est une expression réguliére dénotant le
langage régulier {a};
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2. Expressions régulieres (suite)
- Si El et E2 sont des expressions régulieres
dénotant les langages L1 et L2:
- E1+E2 est une expression réguliere
dénotant le langage régulier L1 U L2
- (E1IE2) est une expression réguliere
dénotant le langage régulier L1L2
- E1” est une expression réguliere dénotant
le langage régulier L1"
+ Il n'y a pas d'autres expressions régulieres
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2. Expressions régulieres (suite)

Notons:
* L(E) Le langage dénoté par I'expression
réguliére E.
+ El et E2 équivalentes:

El=E2 ssi L(E1) = L(E2)

Exp.1

E = (0+(1(0)*)) L(E) = {0,1,10,100,..}
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2. Expressions régulieres (suite)

Priorités:

* priorité (*) > priorité (.) > priorité (+)

* Pour tout langage régulier, on peut frouver
une infinité dexpressions régulieres le
dénotant,

63

2. Expressions réguliéres (suite)
Exp.
L'expression 0+10" est (0+(1(0)"))
0"10" = {m < {0,1}" | m contient un seul 1}
(0+1)*1(0+1)" = {m e {0,1} | m contient au
moins un 1}
(0+1)"001(0+1)" = {m < {0,1}" | m contient 001}
((0+1)(0+1))" ={m € {0,1}" | |m| est pair}
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2. Expressions régulieres (suite)
Regles d'équivalence:
a+(b+c)=(a+b)+c
a+b=b+a
a+Jd=a
a+a=a
a(bc) = (ab)c
ea=ae=a
Ba=ad =D
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2. Expressions régulieres (suite)
Regles d'équivalence: (suite)
a(b+c)=ab + ac
(a+b)c =ac + bc

e+aa =a’
e+aa=a
T =¢
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2. Expressions régulieres (suite)

Exp.
e+0+00=(e+0)e+0)
Parce que:
e+0+00 =¢+0+0+00 (a+a=aq)

=ee+e0+0e+00 (ea=aetac=aq)
=¢g(e+0)+0(e +0) (a(b+c)=ab+ac)
=(e+0)(e+0) ((a+b)c = ac + bc)
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2. Expressions réguliéres (suite)
Quelques équivalences utiles:
(ab)*a = a(ba)”
(a"b)a” =(a + b)”
a’(ba”)" = (a + b)"*
(e+a)'=a
aa’=a‘a
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3. Expressions réguliéres et automates

Théorémes:

* Pour tout automate, il existe une expression
réguliere reconnaissant le méme langage.

+ Pour toute expression réguliére, il existe un
automate reconnaissant le méme langage.

69

CHAPITRE 11
LES LANGAGES REGULIERS

3. Expressions régulieres et automates (suite)

Passage Automate — Expression réguliére:
* Remplacer ', par '+
- Elimination des états intermédiaires (sauf
initiaux et finaux);
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3. Expressions régulieres et automates (suite)

CHAPITRE [I
LES LANGAGES REGULIERS

3. Expressions réguliéres et automates (suite)
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3. Expressions réguliéeres et automates (suite)
Exp. c

b .
/\ * * * *y\ *
= a’+(a’bc'da’)
N_

d

a

g .
@ = a’bc’(da*bc’)’
N

d
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3. Expressions régulieres et automates (suite)

Passage Expression réguliéere — Automate :

+ Séparer les parties de |'expression pour créer
les nceuds intermédiaires de l'automate ;
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3. Expressions régulieres et automates (suite)
Exp. Soit I'expression réquliere suivante:
a’(b+c)
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PLAN

1. Automates déterministes et minimisation

2. Automates non déterministes et passage a un
automate déterministe

76
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CHAPITRE III
LES AUTOMATES D'ETATS FINIS

1. Automates déterministes et minimisation
1.1. Automates finis

Un automate fini (d'états finis) est une
machine (algorithme) qui fait des calculs en
utilisant une mémoire de taille limitée. Dans
notre cas, ces calculs sont la reconnaissance de
langages (déterminer si un mot appartient a un
langage).

Ce type d'automate permet de reconnaitre les
langages réguliers.
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1.1. Automates finis (suite)
Exp.
Soit un automate fini reconnaissant les
chdines de caractéres.
Une chdine commence et termine par'

Toute occurrence de ' " ' & l'intérieur d'une
chadine est doublée.

S % II(C*IIII)*II
C—abgc,.
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1.1. Automates finis (suite)
Exp. (suite)
Sous forme graphique:

=
®- G ®
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1.1. Automates finis (suite)
Définition formelle

Un automate A fini est un quintuplet
A=<Q,V,3, I, F> tel que:

Q : est un ensemble fini d'états;

V: I'ensemble de symboles (vocabulaire);

I c Q: I'ensemble des états initiaux;

F c Q: I'ensemble des états finaux.
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1.1. Automates finis (suite)
Définition formelle (suite)

d : est une relation dans l'ensemble QxVxQ
appelée aussi relation de transition.

(9,.0,9,) € & signifie que si l'automate se
trouve dans I'état qq, et le caractere a traiter
est 'd’, alors I'automate peut passer a I'état q,.
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1.1. Automates finis (suite)
Représentation graphique

(pagq)e d

(pag)e det(pb,g)e d

% p est un état initial
p est un état final .
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1.2. Chemin et trace

Un chemin de l'automate fini A=< Q, V, 5, I, F>
de longueur n est une suite de fransitions (p;,
Qi.1, Pi.1) avec Oin

Ce chemin mene de I'état p, vers I'état p, avec la
trace q,...q,.

Remarque:
Le chemin de longueur O et de trace € méne d'un

état a lui-méme.
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1.2. Chemin et trace (suite)
Exp.

()
(p.1.p), (p.Or), (r.1,9), (g9.1,9) est un chemin de p
a q avec la trace 1011
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1.3. Mots et langages reconnus par un
automate

Un mot x est reconnu par un automate s'il existe
un chemin de trace x qui méne d'un état initial a
un état final.

L(A) est le langage reconnu par l'automate A
(tous les mots de L sont reconnus par A).
Remarque:

Deux automates sont équivalents s'ils

reconnaissent le méme langage.
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1.3. Mots et langages reconnus par un
automate (suite)

Exp.1  oa 0,1

(- (3
ROSNOSEO

Le mot O1 est reconnu par cet automate.

Le langage reconnu est le langage contenant
'ensemble des mots sur {0,1} comportant le
sous-mot O1.
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1.3. Mots et langages reconnus par un
automate (suite)

Exp.2 4,

SORRORSOR0,
Le langage reconnu cet automate est défini par
I'expression réguliére (0+1)*101, qui caractérise

I'ensemble de mots sur I'alphabet {0,1} qui
terminent par 101.
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1.4. Automates finis déterministes

Un automate fini A = <Q, V, 3, I, P> est dit
déterministe s'il n'a qu'un état initial, sans e-
transition, tel que pour tout état p e Q et tout
symbole a € V, il y a au plus un état q tel que
(p.a.q) € &

Comme l'ensemble I contient une seul état
initial, il sera remplacé par cet état.
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1.4. Automates finis déterministes (suite)
La relation & peut étre vue comme une
fonction: &: QxV ->Q
(p: a) |_> q = 8(p: Cl)

Une extension de cette fonction a été
proposée:

3 iQxV ->Q
5(p.e)=p
8"(p, ax) = 8"(3(p, @), x)  V (p,a,x) e QxVxV"
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1.4. Automates finis déterministes (suite)
Exp.
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1.4. Automates finis déterministes (suite)
On peut écrire aussi:

« Soit A = <«Q, V, 4, i, F> un automate
déterministe. Le langage de cet automate est:

L(A) = {x € V" | &(i,x) € F}

« Pour tout état p € Q et toutes chdines
xye V*, ona:

3(p.xy) = 3(3(p.x).y)
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1.4. Automates finis déterministes (suite)

Un AEFD A =<Q, V, 3, i, F> est dit complet, ou
compléetement spécifié, si:

Pour tout état p e Q et tout symboleac V, il
y aun et un seul état q tel que 8(p,a) = q

Exp.

0 0

1
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1.4. Automates finis déterministes (suite)
1.4.1. Etat accessible, automate connecté
Soit A=<Q, V,3d, i, F>un AEFD.

L'état p € Q est dit accessible ssi il existe
une chdine x € V*, tel que: 8(i,x) = p

Un AEFD dont tous les états sont accessibles
est dit connecté.
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1.4. Automates finis déterministes (suite)
1.4.1. Etat accessible, automate connecté

Exp.
0 1 0
1 1
\F/ ’xo/
1
AEFD complet O'IC® AEFD complet O'IC
9.

non connecté connecté
4
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1.5. Minimisation des AEFD

Pour construire un AEFD équivalent a un autre
mais avec un nombre d'états réduit on fait
appel a un algorithme de minimisation appelé
Table-Filling algorithm.
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling

Soit un AEFD A =<Q, V, 9, i, F> et soit deux
états pgq € Q. Cest deux états sont dits
équivalents ssi pour toute chdine x e V7,
dp,x) e F = 8(q,x) e F
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)

L'algorithme essai d'identifier les états non
équivalents.

Les états qui restes sont équivalents et
peuvent €tre fusionnés.

Pour cela, il faut suivre les deux regles
suivantes:
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)
- Régle de base: Soit p,q e Q,

Si(pe FAqe F)v(pe FAqe F)alors p et
q ne sont pas équivalents.

+ Régle par induction: Soit p,q,r,se Q,ae V,

Si (r, s) = (8(p,a), d(q,a)) et r, s ne sont pas
équivalents alors p, g ne sont pas équivalents.
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)
Exécution de l'algorithme sur un exemple:
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)

0 1 2 3 4 5
PR BN
o

o == N W~ O

100




CHAPITRE III
LES AUTOMATES D'ETATS FINIS

1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)

0 1 2 3 4 5

5 X X R
4

3 X

2 X

]

0 [

Appliquons la régle de base.
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)

0 1 2 3 4 5

AT

5 X X _.—‘ ."{'.--.:,I‘.":
4
3 X 'r'b'.."
2 [ x
i

1 e )
CELD A e At

0 o, T = T i AT 3o Bl s "L-'.'---"{-

(0.1) (04) (0,-5) .(‘1.,4) (1,5) (23) (4.5)
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)
Appliguons la régle par induction:

(0,1): (8(0,a), 8(1,a)) = (1,2) Non équivalents =
(0,1) non équivalents

(0,4): (8(0,a), 5(4,0)) = (1,5) Inconnu = notons
(0,4) sous (1,5)

(8(0,b), 8(4,b)) = (4,4) Pas d'informations
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)
0 1 2 3 4 5

'Y
o e

x| > | x

o = N W A~ O

'y
'y

- o S ¥ T -t v
ATl | et AR P T b ey

©-H 4 (0,5) (1.4) (1,5) (2,3) (4.5)
(0.4)
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)

(0,5): (8(0,a), 8(5,a)) = (1,5) Inconnu = notons
(0,5) sous (1,5)

(8(0,b), 8(5,b)) = (4,4) Pas d'informations

(1,4): (8(1,a), 3(4,a)) = (2,5) Non équivalents =
(1,4) non équivalents
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)

0 1 2 3 4 5
5 X X S
4 X X T TR R o T LA
3 X X oA
2 X X
1 X [EaE -
N e o L]
o:h 64 (0,5) (1.,4) (1.5) (2,3) (4.5)
0.4)
(O:5 ) 106
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)

1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)
(1,5): (8(1,a), 8(B.,a)) = (2,5) Non équivalents =
(1,5) non équivalents = (0,4) non équivalents
= (0,5) non équivalents
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)

0 1 2 3 4 5

5 X X X X i

4 X X T

3 X X

2 X X

1 X [l ¥

o EEEEAR e s
e:h 4 (0.5) (1.4) (L5) (2,3) (4.5)

(0.4)
(0:5) 108
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)
Reste a vérifier les paires (2,3) et (4,5)
(2,3): (6(2,a), 6(3,a)) = (2,2) Pas d'informations
(8(2,b), 8(3,b)) = (2,3) Inconnu et
méme paire.
(4,5): (6(4,0), 6(5,a)) = (5,5) Pas d'informations
(5(4,b), 5(5,b)) = (4,4) Pas d'informations
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)

Deux cases dans la table restent vides, ce qui
signifie que les deux paires correspondantes
sont équivalentes:

2=3et4=5H

Nous pouvons maintenant fusionner les états
2 et 3 ensemble et 4 et 5 ensemble.
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1.5. Minimisation des AEFD (suite)
1.5.1. Algorithme Table-Filling (suite)
Apres fusion:
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2. Automates non déterministes et passage a
un automate déterministe
2.1. Automates non déterministes

Un AEFND possede la méme définition qu'un
AEFD sauf que le refour de la fonction & peut
€tre un ensemble d'états.

Un automate fini A =<Q, V, 3, I, F> est dit non
déterministe s'il n'a qu'un état initial, sans e-
transition, tel que pour tout état p e Q et tout
symbole a € V, il y a plusieurs états q, tel que
(p:a,Qk) ) 112
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2.1. Automates non déterministes (suite)
Définition formelle

Un AEFND est un quintuplet A =<Q, V, §, i, F>
tel que:

d QxV-Q
(q.a) = 8(q, @) = {p1.p2.-.pr}
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2.1. Automates non déterministes (suite)
Une extension de la fonction 8 a été proposée:
5 QX V> Q
{8*(10, €)= p
5'(p, ax) = 8°(3(p, a), x) € Q"
vV (p,a.x) e QxVxV*

114

CHAPITRE 111
LES AUTOMATES D'ETATS FINIS

2.1. Automates non déterministes (suite)

Exp:
OO0

87(0, aabab) = {0,2}
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2.2. Langage d'un AEFND
Soit 'AEFND A =<Q, V, 8, i, P>.
La langage engendré par cet automate est :
L(A) ={w | &*(i,w) N F = &}

Exp:

Le langage engendré par 'AEFND de I'exemple
précédent est :

L(A) = {(a+b)"ab | (a,b)e V}
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2.3. Passage d'un AEFN a un AEFD
Algorithme: Soit 'AEFND A =<Q, V, §, i, P>.

1. Soit Eq = {i}

2.Construire pour tout ac V:

E; = 8(Eo0) = (JO(g.a)
q€ Ey
3.Répéter l'étape 2 pour toute transition et
pour chaque nouvel ensemble E,

4.Tous les ensembles d'états E, contenant au
moins un état final deviennent des états finaux.
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2.3. Passage d'un AEFN a un AEFD (suite)

Exp.
Soit I'AEFND suivant:
Etat a b
— i i, p2 pl
pl p3 i, p2
* p2 p3. p4 p2
* p3 p2 pl
p4 %) p3
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2.3. Passage d'un AEFN a un AEFD (suite)

CHAPITRE 111
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2.3. Passage d'un AEFN a un AEFD (suite)
Exp. (suite) On renomme les ensembles d'états E,

Etat

a

Etat

a

b

-0

*9

9

6

*1

*10

3

10

2

*11

12

10

Exp. (suite)
Etat a b Etat a b
i i,p2 pl p2,p3.p4 | p2,p3.p4 | pl.p2,p3
i,p2 i,p2,p3, p4 pl, p2 i,pl,p2 |i,p2,p3,p4| i pl p2
pl p3 i, p2 pl, p3 p2, p3 i,pl, p2
i,p2,p3,p4|i p2,p3,p4| pl, p2 p3 p2, p3 p2, p3, p4 pl, p2
pl, p2 p3. p4 i,p2
p3 p2 pl
pl, p2,p3 | p2,p3.p4 i,pl, p2
p3. p4 p2 pl, p3
p2 p3, p4 p2
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*3

*12

9

4

*4

*5

*6

*7

N|O0([OW|o|N([w|Ol|w| -

*8
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CHAPITRE IV
LES LANGAGES ALGEBRIQUES

PLAN

1. Propriétés des langages algébriques
2. Les automates a pile
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1. Propriétés des langages algébriques

Un langage algébrique ou hors-contexte est un
langage engendré par une grammaire hors-
contexte (type 2).

Rappel:

Une grammaire est dite hors-contexte si
toutes ses regles sont du format suivant:

u—v, telqueue Vy,ve V

Le membre gauche de chaque régle est un seul
symbole non terminal.
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1. Propriétés des langages algébriques (suite)
Exp. Soit la grammaire G = <V, Vi, S, R>
R={S - aSb, S — ab}

G est une grammaire de type 2 (hors-
contexte) qui engendre le langage algébrique:
a"b"

avec n > 0.
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1. Propriétés des langages algébriques (suite)
1.1. Arbre de dérivation (syntaxique)

Dans une grammaire hors-contexte G = < Vg,
VN, S, R > on peut définir un arbre de dérivation
pour une phrase du langage L(G), tel que:

* La racine est l'axiome;

* Chaque nceud interne représente un symbole
non terminal € Vy;

* Chaque feuille représente un symbole
terminal € V4
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1. Propriétés des langages algébriques (suite)
1.1. Arbre de dérivation (syntaxique) (suite)

* Pour tout noeud interne représentant le non
terminal A aillant n fils X;, .., X,, alors :
(A—>XX,.X,)eR

Remarque:

La lecture de gauche a droite des feuilles de
I'arbre reconstitue la phrase que Iarbre
représente.
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1. Propriétés des langages algébriques (suite)
1.1. Arbre de dérivation (syntaxique) (suite)
Exp: Soit 6 = <V, V\, S, R >, tel que:
R={S > ABA, A - CD, C — le|la, D —
gargon|balle, B — frappe}

L'arbre de dérivation de la phrase: « le gargon
frappe la balle » est comme suit:
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1. Propriétés des langages algébriques (suite)
1.1. Arbre de dérivation (syntaxique) (suite)
Exp: (suite)

=W

Al lB ] Al
——
i

‘ le H gar‘gon‘ ‘frappeH la H balle ‘
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1. Propriétés des langages algébriques (suite)
1.2. L'ambigtiité

Une phrase est dite ambigiie si elle accepte
plus d'un arbre de dérivation.

Une grammaire est dite ambigiie si elle
génere au-moins une phrase ambigiie.
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1. Propriétés des langages algébriques (suite)
1.2. L'ambigiiité (suite)
Exp. Soit 6 =< V1, V\, S, R >, tel que:
Ve={x,+-* 7.0}
Vi = {S. A}
R={S — x|(S)|SAS, A — +|-|*|/}
et soit les deux arbres suivants:

129

1. Propriétés des langages algébriques (suite)
1.2. L'ambigiiité (suite)

Exp. (suite)
s s
— —
s|lal[s]ls]]|a s |
—7\ N
s| Al s s|Aal s
ENIESI Y L N EN N R
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1. Propriétés des langages algébriques (suite)
1.2. L'ambigiiité (suite)
Remarque:

On ne peut pas dire quun langage est
ambigu, parce que souvent on peut transformer
une grammaire ambigiie en une autre non
ambigiie qui génere le méme langage.
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1. Propriétés des langages algébriques (suite)

1.3. La forme BNF d'une grammaire
L'écriture BNF (Backus-Naur Form) des

regles de grammaire est définie depuis 1960

comme suit:

* Le symbole — est remplacé par ::=

* Les symboles terminaux sont écrits

enfre<et >

* On peut utiliser les parentheses quand on a
besoin. Exp: <A>::=(b|c)d = <A>::=bd|cd
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1. Propriétés des langages algébriques (suite)
1.3. La forme BNF d'une grammaire (suite)
+ Un terminal contenant un seul caractére sera

mit entre "a".

Exp. La forme BNF de la grammaire de
I'exemple précédent:

<S> u= "X"|"(" <S> ") <S> <A> <S>

<A> = "4+ |"_" Ill*ll Iu/u
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1. Propriétés des langages algébriques (suite)
1.4. Propriétés de fermeture (ou cloture) des
langages algébriques

D'une maniere générale, un ensemble est ferme
(ou cloturé) a une opération d n opérandes si
tout résultat de cette opération appliquée a n
¢léments de l'ensemble E appartient aussi a
I'ensemble E.

[ay,..,a,] € E": fla;,a,) e E
On dit que E est fermé af.
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1. Propriétés des langages algébriques (suite)
1.4. Propriétés de fermeture (ou cloture) des
langages algébriques (suite)

Apres la projection de cette notion sur I'espace
de la théorie des langages, on remplace
'ensemble E par l'ensemble des langages
algébriques et f par (union, produit, itération)
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1.4. Propriétés de fermeture (ou cloture) des
langages algébriques (suite)
Théoreme:
L'union de deux langages algébriques est un
langage algébrique, le produit (ou concaténation)
de deux langages algébriques est un langage
algébrique, et l'itéré d'un langage algébrique est
un langage algébrique.

On peut dire que l'ensemble des langages
algébriques est fermé aux opérations (union,
produit, itération). 136
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1.4. Propriétés de fermeture (ou cloture) des
langages algébriques (suite)
Soit deux langages algébriques:
‘L, généré par la grammaire
Gy = <V1, Vi, S1, R,
‘L, généré par la grammaire
6, = <V1z, Nz, Sz, R,
tel que: VN V= 9
Sinon on renomme les non-terminaux en commun.
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1.4. Propriétés de fermeture (ou cloture) des
langages algébriques (suite)

L'union L; U L, est généré par la grammaire
hors-contexte G = <V, V\, S, R>, el que:
Vi=Vy U Ve

S¢ le U sz

VN = le U sz U {S}

R=R,UR, U{5-5]S,}
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1.4. Propriétés de fermeture (ou cloture) des
langages algébriques (suite)
‘Le produit ou la concaténation L,L, est généré

par la grammaire hors-contexte
G =<V, V. S, R>, fel que:

Vi=Vy U Ve

S¢ le O VNZ

VN = le \ VN2 0 {S}
R = Rl U RZ W {5—)5152}

139

CHAPITRE IV
LES LANGAGES ALGEBRIQUES

1.4. Propriétés de fermeture (ou cloture) des
langages algébriques (suite)

-L'itéré L* est généré par la grammaire hors-
contexte G = <V, Vy, S, R>, tel que:

Vi=Vq
Se¢ Vi
Vy = Vi v {S}

R =R, U {5—-5,5|¢}
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CHAPITRE IV
LES LANGAGES ALGEBRIQUES

1.4. Propriétés de fermeture (ou cloture) des
langages algébriques (suite)

Attention:

L'intersection de deux langages algébriques ne
I'est pas nécessairement.
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2. Automates a pile

Un automate a pile est un automate d'états
fini avec une pile de capacité illimitée
initialement vide.

Les langages algébriques sont reconnus par
des automates a pile.

L'automate a pile consulte le sommet de sa
pile et le remplace par une suite de symboles.
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CHAPITRE IV
LES LANGAGES ALGEBRIQUES

2. Automates a pile

Problématique:

Le langage L = {a"b", n>0} ne peut &tre reconnu
par un automate d'états fini. Il faut utiliser un
automate a pile.
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2. Automates a pile (suite)

Définition formelle:

Un automate a pile est un 7-uplet:
AP =<Q, T, X, §, qo, Zo, P>
tel que:

Q: Ensemble fini d'états;

T: Vocabulaire terminal;

X: Vocabulaire de la pile (contient au-moins le
symbole de fond de pile Z;); on peut avoir
TNP=Y
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2. Automates a pile (suite)
do € Q est I'état initial;
F: Ensemble des états finaux c Q;
8: Fonction de transitions définie comme suit:
§:0x(Tulel) xx* - {oxx"}

rel que: (p.a,a){(qg.a)}

a e X*; Contenu de la pile avant la transition.
o' € X*; Contenu de la pile apres la transition.
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2. Automates a pile (suite)
Les actions possibles sur la pile sont:
- Dépiler le symbole au sommet de la pile;
+ Empiler un symbole au sommer de la pile;
Important: Quand on écrit: (p,B)e d(q.a, )
ca veut dire: Si on est a I'état 'q’, et on
rencontre le ferminal 'a’, et le sommet de la pile

est a, alors on passe a I'état 'p’, on dépile o de la
pile et puis on empile B dans la pile.
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2.1. Configuration de |'automate a pile

Une  configuration est un  ftriplet
(@ w, a) e Q x (Tu{e})" x X" qui représente
I'¢tat de I'automate a un instant donné.

q: est I'état actuel;

w: partie de la chdine restante a lire;

a: Contenu de la pile.

147

CHAPITRE IV
LES LANGAGES ALGEBRIQUES

2.1. Dérivation dans un automate a pile

Une dérivation dans I'automate a pile AP est
un changement dans sa configuration. Elle est
représentée par le symbole: |—,;

On écrit:

(91 aw, &) |—4p (g2, w, B)
Tel que:

ae Tu{elwe T:.q1,9,€ Q.

a, p € X', Contenus de la pile avant et apres
dérivation.
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2.1. Dérivation dans un automate a pile
(suite)
Exp. Soit la dérivation suivante:

(9, aw, ay) I_AP (92. w, BY)

Cette dérivation est faisable si on a:
(q2/ B) € 5(qll aw, (x’)
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2.1. Dérivation dans un automate a pile
(suite)
Une succession de dérivations dans |'automate
a pile AP est représentée par le symbole: |—,p"
On écrit:
(91, w, @) I_AP* (92, W', B)
Tel que:
ae TU el w,we T:q,9,¢€ Q

a, B € X*; Contenus de la pile avant et aprés la
succession des dérivations.
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2.2. Configuration initiale d'un automate a
pile

La configuration initiale de I'automate a pile
AP =<Q, T, X, 3, qq, Zy, F> est:

(Qo, w, Zo)
avecwe T°
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2.3. Configuration finale d'un automate a pile

Il existe 3 types de configurations finales de
I'automate a pile AP =<Q, T, X, 3, qo, Zp, F>:

1.Etat final: (q, €, o) avec qeF et ae X"

2.Pile vide: (q, €, €) avec geQ

3.Etat final et Pile vide: (q, €, €) avec qeF
Remarque:

Dans les 3 cas, le mots doit étre Iu
entierement.
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CHAPITRE IV
LES LANGAGES ALGEBRIQUES

2.4. Langage reconnu par un automate a pile

Le langage L(AP) < T est reconnu par
I'automate a pile AP par état final s'il est défini
comme suit:

L(AP) = {w: we T tel que:
(90. W, Zo) s (q. ¢, &), avec qeF et ae X"}
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2.4. Langage reconnu par un automate a pile
(suite)

Le langage L,(AP) < T est reconnu par
I'automate a pile AP par pile vide s'il est défini
comme suit:

L.(AP) = {w: we T tel que:
(90, W, Zo) I__AP* (q. €, €), avec qe Q}
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2.4. Langage reconnu par un automate a pile
(suite)

Théoreme:

Un langage est algébrique (hors-contexte) si
et seulement si il est accepté par un automate a
pile.

Autrement dit:

Les langages reconnus par les automates a pile
sont exactement les langages algébriques (hors-
contexte).
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Exemple:

Soit l'automate a pile AP =<Q, T, X, 3,0, z, F>
défini comme suit:

X={y,z},Q={0,1,2}, T={a, b}, F={0}

3 est définie par le tableau:

(o) | d(qea) | 3(q.a0) | 8(qb,x)

(0,2) % {(Lyz)} %,

(Ly) 2 {(Qyy)} | {(@2)}

(2y) % & {(2.)}

2z) | {(0e) o 2 -




CHAPITRE IV
LES LANGAGES ALGEBRIQUES

Exemple: (suite)

Rappel:

(2, B) € 8(1, a, o) < Sionest al'état 1, et on
rencontre le tferminal 'd’, et le sommet de la pile

est a, alors on passe a I'état 2, on dépile o de la
pile et puis on empile B dans la pile.
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Exemple: (suite)
Le graphe de transition de AP est comme suit:
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Exemple: (suite)

La configuration finale atteinte avec état
final et Pile vide : (0, €, ¢€)

Le langage reconnu par cet automate a pile
est:

L(AP) = {(a"b")", n>0}
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